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Un exemple simple

Supposons que I'on veut estimer = P[Y; +--- + Y; > x].
Estimateur évident: X = I[Yy + - + Y; > X].

Estimateur CMC: X, s = P[Y1 +---+ Y: > x| Yi,..., Ys], pour
s<t

Si s = t: aucun changement.

Sis=1—1etles Y; sont indépendants:

Xet—1 =1—=F[Y1 4+ -+ Y]

Sis=0:X.0=P[Yy+ -+ Yt > x] = p (variance réduite a
Z€ro).

En fait plus s est petit, plus la variance est réduite.
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Cadre général

ldée: remplacer I'estimateur X par E[X | Z] ou Z est une autre
v.a., ou plus généralement par E[X | G], ou G est une c-algebre
donnant une information partielle sur X.

Lestimateur CMC s’écrit
X. ' E[x | g]

etona
E[X.] = E[E[X | G]] = E[X].
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Cadre général

De plus,
Var[X] = E| Var[X | G] ]| + Var[E[X|d]]
— —
Var. résiduelle Var. due a la
lorsque G est connu variation de G
(éliminé par CMC)
et donc

Var[X;] = Var[X]— E[Var[X | G]] < Var[X].

(Cas particulier du théoreme de Rao-Blackwell.)
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Cadre général

Pour minimiser la variance, on doit maximiser E[Var[X | G]],
i.e., G doit contenir le moins d’information possible.

On peut en effet montrer que G C G» implique que

E[Var[X | G1]] > E[Var[X | G2]].

Mais moins Gy contient d’information, plus il est difficile de
calculer X..

On doit donc faire un compromis.

Dans certains cas, X. peut étre moins colteux a calculer que
X.

Cas limites:

Si G ne contient aucune information pertinente a X:

X. = E[X | 6] = E[X] = p.

Si G permet de calculer X (i.e., X est G-mesurable): X, = X.
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Exemple: réseau d’activités stochastique

On veut estimer . = P[T > x]. Estimateur naif: X = I[T > x].
Soit £ C A un ensemble d’activités (arcs) tel que chaque
chemin de la source au puits contient exactement un arc de L.
(£ est une coupe orientée.) Exemple: £ = { V4, Vs, V}.

6—\7—» 9 puits
/V1o /V13
/ >
5
source 1 /V8 /V12

—y— A 7

SoitB=A\LetG={V;, jeB}.
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Estimateur CMC

Xe=P[T >x[{V,, e B}].

On le calcule comme suit.

Pour chaque / € L, allant disons de a; a b, calculer la longueur
ay du plus long chemin de la source a ay, puis la longueur 3, du
plus long chemin de b, au puits.

Aucun chemin passant par / est plus long que x ssi

ar+ Vi+ 8 < x.

Conditionnellement a {V;, j € B}, on a cette condition avec
pl’Obablllté P[V/ <X—o— ﬂ/] = F/[X — Q) — B/]

Puisque les V, sont indépendants, on obtient

Xe=1-[]Flx—a;— B
lec

Remarque: cet estimateur peut étre moins colteux a calculer
que X.
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Estimateur CMC

Avec I'exemple tiré de Avramidis et Wilson (1998), cette
méthode réduit la variance environ par un facteur 4.
Dans cet exemple, on peut aussi utiliser les V}, et peut-étre les

V/?, comme variables de contréle. On sait que ces variables
sont corrélées avec X..
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Exemple: banque

Soit B le nombre d’abandons dans une journée. On peut
estimer E[B] par B.

Supposons maintenant que I'on rend les abandons invisibles.
G represente tout le reste de l'information.

Lestimateur CMC est B. = E[B | G].

Soit A(t) le taux d’arrivée au temps t;

N(t) le nombre de clients dans le systeme au temps t;

P(t) = Pn(t)-

Le processus d’arrivée conditionnel (invisible) des clients qui
abandonnent est un processus de Poisson de taux
{ABP(1), t > 0}.
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