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Motivations
Considérons le probleme
min f(x)
ot f € C2.

Nous avons vu que I'algorithme de région de confiance permet de
résoudre ce probleme et tout point limite est un point critique au
premier ordre si la minimisation approximative du modele donne
une fraction suffisante de la réduction atteinte au point de Cauchy.

Cependant, la convergence est lente si seul le point de Cauchy est
utilisé.

Typiquement, un modele quadratique est utilisé pour le

sous-probleme de région de confiance. La méthode du gradient
conjugué est efficace pour minimiser approximativement une

fonction quadratique strictement convexe. Peut-on I'adapter si le
modele n’est plus strictement convexe ? 2/19



Motivations

Si le modele n'est pas convexe, la région de confiance devrait
prévenir la génération d'une séquence de points allant a I'infini. Par
contre, si le modeéle est strictement convexe et atteint son
minimum a |'intérieur de la région de confiance, celle-ci ne devrait
pas interférer avec la méthode du gradient conjugué.
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Sous-probleme

Nous considérons le sous-probleme

1
minq(s) =g’ s+ ESTHS
S

sous la contrainte ||s||y < A.
Le sous-probleme est défini en prenant

g = Vf(Xk)
H = V?f(x)
M = RTR (préconditionneur)
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Préconditionnement et changement d’échelle

La condition
Isllm < A
peut se réécrire
(s, Ms) < A?
ou encore
(Rs, Rs) < A2

Le préconditionnement revient a effectuer un changement d'échelle
dans les variables.
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Application du gradient conjugué

Supposons que nous appliquions I'algorithme du gradient conjugué
pour minimiser q. Plusieurs cas de figure peuvent se produire.

Si a chaque itération du gradient conjugué (dk, Hdyx) > 0 et tous
les itérés s, restent a I'intérieur de la région de confiance, nous
obtenons un probleme d'optimisation convexe sans contrainte.

Il peut toutefois arriver qu’'a une certaine itération k,
(dk, Hdi) < 0. Dans ce cas, le probleme de recherche linéaire

min q(sk + Oédk)
(0%
donnerait oy = +00. Mais si nous ajoutons la contrainte de région
de confiance, alors « sera choisi de maniére a atteindre la

frontiére de la région de confiance. Dans ce cas, nous cherchons la
racine positive du probleme

sk + cudi||m < Ax.
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Application du gradient conjugué

La troisieme possibilité est que s, soit en dehors de la région de
confiance a I'itération k.

Il est concevable que les itérés suivants puissent revenir dans la
région de confiance. Toutefois, ce n'est pas le cas.

Théoreme
Supposons que nous appliquions I'algorithme du gradient conjugué
préconditionné pour minimiser q(s), en partant de sy = 0, et que
(di, Hd;j) > 0 pour 0 < i < k. Les itérés s; satisfont alors les
inégalités

Isillm < lIsj+1llm,

pour0 < j<k-—1.
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Preuve

Montrons tout d'abors que

Ty,
& Y
=

<dj’ Mdf> =
8 Vi

<d,', Md,'> > 0.

pour tout 0 < j < j < k. Clest trivial pour i = j. Supposons que
cela soit aussi vrai pour i < /. De I'algorithme du gradient
conjugué, nous avons

;
8i11Vi+1
diy1 = —Vvig1 + Hlfd/-
g Vi
Deés lors,

g/11Vl+1

(dit1, Md;) = —(vi41, Md;) + gTM’ Md;)
Vi
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Preuve
Par hypothése de récurrence

T T
8i1Vi+1 8 Vi

(diy1, Mdi) = —(vip1, Md;) + ——= +(d;, Md})
8 vi & Vi
7
V
= —(viy1, Md;) + gle:rlwi’ Md;)

Or, la propriété de conjugaison indique que

(Vig1, Md;) =0
et donc -
81+1Vi+1
(dhy1, M) = = = (. Mef)

De plus, comme M est définie positive, pour 0 </ < k,

giTV,' = giTMgi > 0.
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Preuve
Par conséquent, nous avons bien

<d/+1, Md,'> > 0.

D'autre part, I'algorithme du gradient conjugué donne

Jj-1 Jj-1
Sj =150+ Z aid; = Z o;d;.
i=0 i=0

(>

1

Des lors

(sj, Md;)

ad,,Md>
0

a;(d;, Md;) > 0

.
|

Il
o
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Preuve

Des lors
HSJ+1||IVI = (sj+1, Msj11)
= (s + ajdj, M(s; + a;d;))
<s.lv MS.I> + 2aJ<SJa Md) + Oé <d Md>
(

> (s, Msj) = ||sI3-
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Discussion

Des lors, aussi longtemps qu'une courbure positive, i.e. H est
définie positif, est rencontrée dans la méthode du gradient
conjugué préconditionné, la norme-M des itérés est strictement
croissante, pourvu que nous partions de sy = 0. Ainsi

Isjllav < [ arg min q(s)lwm,
ou l'inégalité est stricte excepté a I'itération finale.

En particulier, quand H est définie positif, et que s* se trouve hors
de la région de confiance, la solution du sous-probleme de région
de confiance doit se trouver sur la frontiére de la région de
confiance. Dés lors, une stratégie adéquate est de revenir sur la
frontiére lorsqu’un itéré du gradient conjugué arrive en dehors de la
région de confiance.
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GC tronqué de Steihaug-Toint
Etant donné xg, posons go = Vf(xg), vo = M~ 1gg et dy = —vo.
Pour k =0,1,2,..., jusqu'a convergence, faire
® Set ki = <dk, Hdk>.
® Si kx <0, calculer o, comme la racine positive de
lsk + okdk|lm = A, et poser

Sk+1 = Sk + Okdk.

Arrét.

® Sinon, calculer

<gk7 Vk>
Kk

® Si||sk + akdk||m > A, calculer o, comme la racine positive
de ||sk + okdk||m = A, et poser

Q) —

Sk+1 = Sk + okd.

Arrét

e Sinon
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Calculer

GC tronqué de Steihaug-Toint

Sk+1 = Sk + audi
8k+1 = 8k + cuHdy
Virr = M~ tgiys
. (8k+1> Vk+1)
By = Bkl Ykt 1)
<gk7 Vk>
dis1 = —Vig1 + Brdk
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Convergence

Aussi longtemps que le nombre de conditionnement de M reste
borné sur la séquence de sous-problémes approximativement résolus
par |'algorithme de région de confiance, alors n'importe quel itéré
généré par |'algorithme de gradient conjugué tronqué est suffisant
pour assurer la convergence vers un point critique au premier ordre.

Ceci résulte du fait que le premier itéré généré par |'algorithme de
gradient conjugué tronqué est le point de Cauchy pour le modele,
et n'important itéré généré par la suite donne une valeur plus
petite pour le modéle.
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Considérations pratiques

A chaque étape de la méthode de Steihaug-Toint, nous devons
calculer ||sk + akdk||m-

Ce n’est pas un probleme si M est disponible, mais ce peut I'étre si
tout ce qui est disponible est une procédure qui renvoie M~ 1y,
pour un v donné, de sorte que M est non disponible.
Heureusement, ce n'est pas un inconvénient majeur comme il est
possible de calculer ||sx + axdk|[m @ partir de I'information

disponible..

Observons tout d'abord que

sk + akdklliy = IIskllfg + 20k sk, Mdi) + 0| di[| -
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Considérations pratiques
La racine carrée positive de ||sx + oxdk|[m = A s'obtient en
développant |'égalité

sk + owdllyy = A%

Nous pouvons la réécrire comme

0= Hsk + O'kdkH%/] — A

= |Isl[fs — A% + 204 sk, Mdk) + 0| di][?
Les racines carrées sont
sk, Mdc) — \/<5ka Md)? — || dilI %, (llsellfy — 42)
1 di 1%

et la racine positive est donnée par

(5, Mal) + /st Mk — [ 3|kl 13 — A2)

Il

ok ==

Ok —

17/19



Considérations pratiques

Dés lors, nous pouvons calculer ||sc11]|3, 2 partir de ||s¢||3, aussi
longtemps que nous connaissons déja (sx, Mdy) et ||dk||2,. Mais
d'une part

k|l = & vic + Byl dk—llfs

et d'autre part
(sk, Mdk) = Br—1 ({sk—1, Mdk—1) + ck—1||dk—1]/3/)

comme
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Terminaison

Il n'est pas nécessaire de minimiser le modele avec une grande
précision. On pourra s'arréter lorsqu'une réduction suffisante du
gradient est atteinte

lgill < llgoll min{x; lloll’}

avec x < 1,60 >0 ou k > kmax > 0.

Des valeurs usuelles sont x = 0.1, 8 = 0.5 et kpax = n.
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