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Directions de descente plus générales

Soit By une matrice symétrique, définie positive, et définissons la
direction de recherche dx comme la solution du systéme linéaire

Bkdk = —Vf(Xk)

di est une direction de descente puisque

~Vf(x) BV F(x) < 0.

dy est solution du probleme

1
min m(xx 4+ d) = f(xx) + VF(x)"d + =d " Bid.
deRrn 2
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Remarques

dy correspond a la direction de plus forte pente si la norme
112, = xTBix, x € R”

est utilisée au lieu de la norme euclidienne (norme 2). Ce
changement de métrique peut étre vu comme une technique de
préconditionnement utilisée pour accélérer la méthode de plus forte
pente.

Si la matrice hessienne Hy = V2f(xy) est définie positive, et
By = Hy, il s'agit de la méthode de Newton.

Si By change a chaque itéré xi, une méthode basée sur la direction
de recherche dj est appele méthode a métrique variable. En
particulier, la méthode de Newton est une méthode a métrique
variable.
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Méthode de Newton

Nous supposons que f € C2. La méthode de Newton pour des
fonctions multivariées est une extension directe de la méthode pour
les fonctions a une seule variable.

Considérons le développement de Taylor au deuxieme ordre autour
de xy :

f(x) =f(xx)+ Vf(xk)T(x — Xxx) + %(x — xk)Tvzf(xk)(x — Xk)

+o(llx = xl?)

et construisons le modele quadratique

m(x) = Fxk) + &7 (x = x) + 0 — )T Helx — )

ol gk = VFf(xk) et Hx = V2f(xx).
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Méthode de Newton
Soit s, = x — x. Le modele peut se réécrire comme

1
m(sk) = f(xk) + g sk + §S/<THk5k

Si Hy est définie-positive, m(sk) est strictement convexe, et son
minimum s’obtient en annulant la dérivée de m(sy) par rapport a
Sk, soit

0= 8k + HkSk

conduisant a
-1
sk = —H, gk

Note : nous ne calculons pas H;l pour des questions de précision
numériques, mais nous obtenons sx en résolvant le systeme linéaire

Hisie = —g«
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Méthode de Newton : difficultés

Comme dans le cas univarié, la convergence n'est assurée que si le
point de départ est suffisamment proche de la solution, et est alors
quadratique.

On peut obtenir la convergence globale en utilisant la direction de
Newton comme direction de descente avec une méthode de
recherche linéaire, en s'assurant que «y puisse prendre la valeur 1
afin d'assurer une convergence quadratique au cours des derniéres
itérations.
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Fonctions non convexes

Que faire si la matrice hessienne n'est pas définie positive ? Dans
ce cas, le modele n'est pas convexe, et annuler le gradient, pour
autant qu'on puisse le faire, ne garantit pas de trouver un
minimum local.

On ajouter un multiple v > 0 de la matrice identité pour “corriger”
la courbure de la fonction. En effet, considérons une matrice carrée
A ayant une valeur propre \ associée au vecteur propre u :

Au = lu
Dans ce cas,
(A+vhu=Au+vu= u+vu=(A+v)u

Autrement, A+ v/ est a présent associée a la valeur propre \ + v.
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Fonctions non convexes
Le spectre d'une matrice A carrée est I'ensemble de ses valeurs
propres {A1,...,As}, en supposant que nous avons s valeurs
propres distinctes. Du raisonnement précédent, le spectre de
A+vlest {\1+v,..., s+ v} et donc A+ v/ est définie positive
Si V > Amin-

Soit v tel que Hy + v/ est définie positive. De ce qui précede,
—(Hk +v1)~1Vf(xk) est une direction de descente et nous
pouvons appliquer la méthode de recherche linéaire avec
backtracking.

Supposons que la sous-séquence d'itérés {xy, } converge vers x*, et
que la condition suffisante d'optimalité au deuxieme ordre est
satisfaite en x*, i.e. Vf(x*) = 0 et V2f(x*) est définie positive. Si
f € C?, V?f(x) est définie positive dans un voisinage de x* et

v = 0 pour j assez grand, de sorte que la méthode se réduit a la
recherche linéaire de Newton.
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Méthodes quasi-Newton

Le calcul de la matrice hessienne peut étre coliteux, surtout en
grande dimension.
Considérons a nouveau le modele quadratique

mi(x) = f(xe) + g (x — xi) + %(X — %) THi(x — xi)

ol gx = Vf(xx), mais cette fois, Hy est pris comme approximation
de v2f(Xk).

On parle alors de méthode quasi-Newton.

On va s'inspirer de la méthode de la sécante pour les fonctions
univariées.
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Condition de la sécante
Comme de le cas univarié, nous exigerons que

Vmiy1(x) = VE(xi), Vi1 (xet1) = VF(xir1)

La deuxieme inégalité suit directement de la définition du modéle,
mais il va falloir imposer une technique pour préserver la premiere.
En particulier,

V1 (K1) — Vmiga (i) = VE(xii1) — VE(xi)
Comme
Vmig1(x) = grs1 + Hipr(x — xks1),
nous avons
Vmpe1(Xii1) — Vmiga (k) = Hicrr (e — xk)
La condition de la sécante peut des lors s'énoncer comme
Hicr1 (k1 — x) = VE(xk41) — VF(xk)
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Condition de la sécante

En supposant que Hy.1 est inversible, la condition peut se réécrire
comme

1
sk = Hi i1y

ol s, = Xk4+1 — Xk et yx = Vf(Xk_H) — Vf(Xk).

De nombreuses matrices répondent a ces conditions, et il faudra
imposer des conditions supplémentaires.

Comme la matrice hessienne d'une fonction de classe C? est

symétrique, nous exigerons en particulier que Hy1 soit symétrique.
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BFGS

Nous imposerons de plus que I'approximation ne change pas trop
d'un itéré a I'autre en considérant le programme

H Hfl . H—l
minllH-2 — H e

tel que s, = H 1y,
H=HT

ou || - || est la norme de Frobenius. La norme de Frobenius d'une
matrice A € R™*" est

IAllF =

Cela conduit a I'approximation la plus populaire en optimisation,
du nom de BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), et nous la
noterons By au lieu de Hy.
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BFGS

Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno

Source : http://aria42.com/blog/2014/12/understanding-1bfgs
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http://aria42.com/blog/2014/12/understanding-lbfgs

BFGS

Les détails sont techniques, et sont laissés sous silence. ..

Mise a jour BFGS

Bisksd Bk ywyi

Biki1 = Bk —
sy Bisk Yi sk

Mise a jour de l'inverse

1 SV pet ([ YKSE\ L SkSK
Bia=\!-7, )8 !~ 77, )t 7g
Sk Yk Yk Sk Y Sk

Par abus de langage, on parle souvent de I'approche BFGS pour
désigner la recherche linéaire utilisant I'approximation BFGS.
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Notes
La condition de la sécante s'écrit
Brt1Sk = Y«

si Biy1 est définie positive.

En d'autres mots, vouloir que By, 1 soit définie positive nous
impose s,z—yk > 0.

Supposons que nous travaillons avec une recherche linéaire par
backtracking et que la condition de courbure dans les conditions de
Wolfe tienne, i.e. VF(xx + axdi) dk > B2V F(xx) T di avec

B> < 1. Alors, comme d, est une direction de descente,

se yie = ady yie = ar(VF(xic + adi) — VF(xc)) T di
> ak(ﬁg — l)Vf(Xk)Tdk >0.
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Notes

Supposons que By est définie positive. Alors, Bk_1 est elle-méme
définie positive, et Vx #£ 0,

T T T
S S SiS

xTBlix=xT <</— kTyk ) B! (/— yka > + ka >x
S, Yk Yy Sk Yy Sk

= | x - T Yk k X = T Y | + T
Sk Yk Y Y Sk

>0

SixTs, #0, xTBk;llx >0 et Bkj:l est définie positive, de méme
que By 1. Supposons que x s, = 0. Alors

Tp-1 _ T p-1
X Bka—x Bk x>0

En d'autres termes, la mise a jour BFGS maintient le caractére
défini positif.
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Initialisation de la mise-a-jour BFGS

Le choix de By affecte la convergence de la méthode. Quelques
possibilités sont

® une approximation par différence de la hessienne (coliteux)
® By =/, la matrice identité.

e By = diag(hy, ha, ..., hy), ou h capture |'échelle des variables
(si connu).
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Recherche linéaire quasi-Newton
Théoreme (théoreme 3.6, Nocedal & Wright)

Supposons que f : R" — R est deux fois continiiment
différentiable. Considération I'itération

Xi+1 = Xk + ouedy

ol «y satisfait les conditions de Wolfe avec 31 < % Si la séquence
{xx} converge vers un point x* tel que Vf(x*) = 0 et V?f(x*) est
definie positive, et si la direction de recherche satisfait

. IVF(xk) + V2f(xk)dkH _

lim
k—»00 || dkl

0

alors
1. ay =1 est admissible pour tout k plus grand qu’un certain ko,

2. si ay =1 pour tout k > ko, {xx} converge vers x*
superlinéairement.
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